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Abstract In the case of the numerical calculation using the analysis method of Nomura and Katsura,
good results up to 2.5 or 3.0 wavelength with the double precision or the quadruple precision are able to
be obtained, to electromagnetic diffraction by a circular disk of a perfect conductor. The cause of it can be
explained by the fact that the numerical calculation is executed with sufficient precision in the calculation
process. GMP is the library that can execute the numerical calculation by multiple precision in C and
C++ language. MPFR, based on GMP, is the supplementary library equipped with the mathematical
library functions. GMP++ differs from GMP in terms of the classes. MPFR do not have C++ class
interfaces. So, we have to design new interfaces. The purpose of this study is to investigate the cause of
the fault results, and alter them to be good results using GMP, MPFR, GMP++ and the new interfaces
while the radius of the disk is over 3 wavelengths.
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1 はじめに

完全導体円板による電磁波の散乱問題は，野村・桂ら

によって，厳密な解析が行われている [1]．この解析手
法に従って，散乱界を数値計算しようとした場合，一

般的なプログラミング言語で使われる変数が持つ，倍

精度や 4倍精度の計算では，2.5～3波長程度まででし
か良好な計算結果が得られないことが報告されている．

[2]．この原因は，計算過程で精度が十分でないことが
考えられる．

従来から計算精度が必要な変数に対し，メモリ領域な

どを確保して，精度を考慮した数値処理が検討されてき

た．近年のコンピュータ処理能力の向上とメモリ容量の

増大は，この種の問題を一般化し，C言語およびC++
言語においては多倍長の数値計算が可能な数値計算ライ

ブラリであるGMP（GMP : GNU Multiple Precision
Arithmetic Library）[3]が登場してきた．GMPは整
数・有理数・浮動小数点数の変数に対し任意の桁数（2
進数における桁数）を指定することができる．

多倍長精度数値計算ライブラリのうち，C言語には

∗都立産技高専品川キャンパス電子情報コース, 准教授
†都立産技高専品川キャンパス電子情報コース, 准教授
‡東京工芸大学工学部コンピュータ応用学科, 教授
平成 19 年 11 月 30 日受理

GMPをベースに任意精度浮動小数点演算を行うため
にMPFR(Multiple Precision Floating-Point Reliable
Library)[4]というライブラリがある．MPFR には三
角関数やガンマ関数など数学ライブラリ関数が用意さ

れている上，任意の精度で計算値が得られる精度保証

計算の関数群が用意されており，科学技術計算に威力

を発揮する．しかしながら，C言語のGMPでは加算
であっても add(m,n)など関数の形で記述しなければ
ならないので，この点が非常に使い勝手が悪い．

一方，C++言語に対応したライブラリ（通称
GMP++）では，クラス変数が利用可能であり，変数
の初期化や終了処理が必要ない．その上，GMP++で
は加減乗除を+−∗/記号で行うことができ，C言語の
GMPに比して非常に使い勝手が良く，煩雑さは激減
する．しかし，先のMPFRはC++のクラスインター
フェイスを持っておらず，MPFRを GMP++で使う
ためには，独自のインターフェイスを作成・工夫する

必要がある．

本研究では，MPFRを GMP++で使うための独自
のインターフェイスを工夫した多倍長計算法を適用し

て，先の完全導体円板による電磁波散乱問題の数値計

算に当てはめて，従来法では良好な計算結果が得られ

なかった原因を探っている．



2 問題の設定

図１ (a)のように，z = 0の y = 0の x − y 平面に

原点を中心とした半径 aの厚みのない完全導体円板が

置かれており，遠方から平面波が入射した場合の散乱

界を求めることを考える．入射界は，図１ (b)のよう
に，x − z平面内より z軸から測って α度の方向から

原点へ到来するものとし，平面波の伝搬方向を

k(i) = k(− sin α, 0, cos α)

とする．このとき，入射界の電気的ヘルツベクトルΠ(i)

は，x, y成分のみで，

Π(i) = (Π(i)
x , Π(i)

y , 0)e−jk(i)·r (1)

と表される．

ここで，導体円板上の誘導電流は x および y 成分

を持つが z成分は持たないので，電磁界の時間変化を

ejωtとし（以下省略），波数 k(= ω
√

µϵ)を用いて，誘
導電流から生じる散乱界E(s),H(s) は，
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　 (a)導体円板 (半径 a,厚み 0)　 (b)平面波の座標系　　
図 1．導体円板と入射平面波の座標系

Fig.1 A Coordinate system of a conductive disk and an

inncident plate wave.

E(s) = ∇(∇ · Π) + k2Π (2)

H(s) = jωε∇× Π (3)

と表すことができる．また，

Πx =
∞∑

n=0

∞∑
m=0

ϵnSn
m(r, z)An

m cos nφ + Bn
m sin nφ, (4)

Πy =
∞∑

n=0

∞∑
m=0

ϵnSn
m(r, z)Cn

m cos nφ + Dn
m sin nφ, (5)

Πz = 0, (6)

と展開できる [1]．ただし，式中の ϵn は，

ϵn =

{
1 (n = 0),
2 (n ̸= 0),

である．さらに Sn
m(r, z)は文献 [1]で得られている波

動方程式の固有関数であり，導体円板表面を除いて連

続な性質を持っている．An
m, Bn

m, Cn
m, Dn

mは展開係数

であり，境界条件などから決定される未知定数である．

展開係数を決定するには，電磁界を波動方程式の解

により展開し，境界条件，端点条件，外向放射条件を

満足する必要がある．解析としては，任意のスカラ関

数を導入し，波動方程式を円筒座標系で表現すること

で，展開係数が決定できる．その解析結果については，

文献 [5]で詳しく述べているので，ここでは 数値計算
の手順に従って，計算に必要な式のみを次章で示す．

3 数値計算の流れ

パラメータとして図１ (a)の円板の半径 aと，波長

λの比 a/λを取り，

γ = ka = 2π × a

λ

の値を決定し，展開係数 n = 0, 1, 2, · · · について次の
手順で計算する．

1. 次式 (7)–(9)より，マトリクス方程式の係数など
を求める．

Gn
ℓ,m =

Γ(n + ℓ + 1
2
)Γ(ℓ + 1

2
)

Γ(n + ℓ + 1)Γ(ℓ + 1)

×{g1(n + m + ℓ, |m − ℓ|) − jg2(m + n + ℓ, |m − ℓ|), } (7)

g1(p, q) =

√
π

2

∞∑
k=q

(−1)k

k!

×
Γ(p − k + 1

2
)Γ(2k + 1)

(
γ
2

)2k

Γ( 1
2
− k)Γ(p + k + 3

2
)Γ(k + q + 1)Γ(k − q + 1)

, (8)

g2(p, q) =

√
π

2

∞∑
k=0

(−1)k

k!

×
Γ(p + k + 1)Γ(2p + 2k + 2)

(
γ
2

)2p+2k+1

Γ(2p + k + 2)Γ(p + k + q + 3
2
)

×
1

Γ(p + k − q + 3
2
)Γ(p + k + 3

2
)
. (9)

2. 入射電界E(i)を与え，式 (10)–(12)に適用し，円
板上での 1次ヘルツベクトルの展開係数を求める．

Π(e,o)
x

n

ℓ = −
∫ 1

0

tn/2

√
1 − t

un
ℓ (t)Π(i)

x

(e,o)

n dt, (10)

Π(e,o)
y

n

ℓ
= −

∫ 1

0

tn/2

√
1 − t

un
ℓ (t)Π(i)

y

(e,o)

n
dt, (11)

fn
ℓ =

∫ 1

0

tn/2

√
1 − t

un
ℓ (t)Jn(γ

√
t) dt. (12)



ただし，式 (4), (5)の固有関数は，

Sn
m(r, 0) =

∫ ∞

0

√
ξJn(rξ/a)Jn+2m+ 1

2
(ξ)√

ξ2 − (ka)2
dξ,

(13)
であり [1]，簡単のために ka = γ,

(
r
a

)2 = t, と表

して，Jacobiの多項式に関連した

tn/2un
m(t) =

∫ ∞

0

Jn(ξ
√

t)Jn+2m+ 1
2
(ξ)

√
ξ

dξ, (14)

を用いて展開している．この un
m(t)は 0 < t < 1

において直交完備な関数列である.

また入射電界は以下のように与えられる．平面波

入射の場合，入射電界E(i) は

E(i) = (E2 cos α,E1,−E2 sinα)

× ejk(−x sin α+z cos α) (15)

H(i) = − 1
jωµ

∇× E(i) (16)

と表すことができる．ここで，αは z軸から正の

x軸方向に計った入射波の伝搬方向である．

このとき，入射波はヘルツベクトル

Π(i) = (Πx,Πy, 0) (17)

Πx = − E2

k2 cos α
ejk(−x sin α+z cos α) (18)

Πy =
E1

k2
ejk(−x sin α+z cos α) (19)

を用いて表すことができる．

円板上では，

Πx(x, y, 0) = − E2

k2 cos α
e−jkx sin α (20)

Πy(x, y, 0) =
E1

k2
e−jkx sin α. (21)

ここで，

eja cos φ =
∞∑

n=0

ϵnjnJn(a) cos nφ (22)

より，

ejkx sin α = ejkr sin α cos φ (23)

=
∞∑

n=0

ϵn(−j)nJn(kr sinα) cos nφ

(24)

と表すことができるので，(10), (11)，およびベッ
セル関数の展開である，

I =
∫ 1

0

tn/2

√
1 − t

un
ℓ (t)Jn(γ

√
t) dt

=
Γ(ℓ + 1

2 )Γ(n + ℓ + 1
2 )

√
2Γ(ℓ + 1)Γ(n + ℓ + 1)

×
∞∑

k=0

(−1)k
(

γ
2

)n+2ℓ+2k

Γ(k + 1)Γ(k + n + 2ℓ + 3
2 )

(25)

式より，

Π(e)
x

n

ℓ =
(−j)nE2

k2 cos α

∫ 1

0

tn/2

√
1 − t

un
ℓ (t)Jn(

√
tγ sin α) dt

=
(−j)nE2√
2k2 cos α

Γ(ℓ + 1
2 )Γ(n + ℓ + 1

2 )
Γ(ℓ + 1)Γ(n + ℓ + 1)

×
∞∑

ν=0

(−1)ν

(
1
2
γ sinα

)n+2ℓ+2ν

Γ(ν + 1)Γ(ν + n + 2ℓ + 3
2 )

(26)

Π(e)
y

n

ℓ
= − (−j)nE1√

2k2

Γ(ℓ + 1
2 )Γ(n + ℓ + 1

2 )
Γ(ℓ + 1)Γ(n + ℓ + 1)

×
∞∑

ν=0

(−1)ν

(
1
2
γ sinα

)n+2ℓ+2ν

Γ(ν + 1)Γ(ν + n + 2ℓ + 3
2 )

(27)

Π(o)
x

n

ℓ = Π(o)
y

n

ℓ
= 0 (28)

と表すことができる．

3. 無限連立 1次方程式を有限項で打ち切って近似し
て解くことにより，係数 (29)–(33)を求める．[

Ãn
m

]
=

[
Gn

ℓ,m

]−1
[
Π(e)

x

n

ℓ

]
, (29)[

B̃n
m

]
=

[
Gn

ℓ,m

]−1
[
Π(o)

x

n

ℓ

]
, (30)[

C̃n
m

]
=

[
Gn

ℓ,m

]−1
[
Π(e)

y

n

ℓ

]
, (31)[

D̃n
m

]
=

[
Gn

ℓ,m

]−1
[
Π(o)

y

n

ℓ

]
, (32)[

f̃n
m

]
=

[
Gn

ℓ,m

]−1 [fn
ℓ ] . (33)

4. 係数が端点条件を満足するよう，式 (34)–(36)よ
り補正係数を求める．

kU
(e)
0 =

∞∑
m=0

(−1)m
(

Ã1
m + D̃1

m

)
∞∑

m=0

(−1)mf̃1
m

, (34)

kU
(e)
n = −

∞∑
m=0

(−1)m
[
Ãn−1

m + Ãn+1
m − D̃n−1

m + D̃n+1
m

]
∞∑

m=0

(−1)m
[
f̃n−1

m − f̃n+1
m

]
(n ≥ 1), (35)

kU
(o)
n = −

∞∑
m=0

(−1)m
[
B̃n−1

m + B̃n+1
m + C̃n−1

m − C̃n+1
m

]
∞∑

n=0

(−1)m
[
f̃n−1

m − f̃n+1
m

]
(n ≥ 1). (36)



ただし，B̃0
m = D̃0

m = 0.

5. 式 (37)–(40)より散乱界 (2次界)のヘルツベクト
ルの展開係数が得られる．

[An
m] =

[
Ãn

m

]
+

k

2
(U (e)

n+1 − U
(e)
n−1)

[
f̃n

m

]
, (37)

[Bn
m] =

[
B̃n

m

]
+

k

2
(U (o)

n+1 − U
(o)
n−1)

[
f̃n

m

]
, (38)

[Cn
m] =

[
C̃n

m

]
+

k

2
(U (o)

n+1 + U
(o)
n−1)

[
f̃n

m

]
, (39)

[Dn
m] =

[
D̃n

m

]
− k

2
(U (e)

n+1 + U
(e)
n−1)

[
f̃n

m

]
. (40)

以上，未知の展開係数を決定する手順を示した．本

研究では最終的には電流分布及び遠方放射界の数値計

算を行うが，本論では誤差が多く含まれる可能性のあ

る展開係数を求める部分までに焦点を当てて議論する．

4 GMPクラス変数とMPFRの関

数群のインターフェイス

今回作成したインターフェイスの流れを図 2に示す．
図のように，gmpクラス形式で変数を関数に受け渡し，
関数内部でまず gmpクラスからmpfr形式の変数に変
換し，次にmpfr形式の変数で当該関数を計算する．次
に mpfr形式の変数から gmpクラスに変換をするが，
この操作は直接できない．そこでまず mpfr形式の変
数から gmp形式の変数に変換し，さらに gmp形式の
変数から gmpクラスに変換を行っている．その gmp
クラスを戻り値として返している．また，このような

プロセスにおいて変数間で多倍長形式の変数がやりと

りがなされているが，それぞれ同じ精度でやりとりが

なされているので，精度は保証されている．

gmp クラスからｍｐｆｒ変数への変換

mpfr変数でmpfr関数を計算

gmp変数からgmp クラスへの変換

gmp クラスで引数を受け取り

gmp クラスで値を返す

mpfr変数からgmp変数への変換

図 2．gmpクラスから mpfr関数の利用方法

Fig.2 Utilizing a mpfr library by a gmp class.

5 数値計算

5.1 数値計算における問題点

本研究の最終的な目標である電流分布および遠方放

射界を計算するまでの計算の中で，このような誤差が

出てくる可能性が大きい部分は連立１次方程式の係数

である Gn
ℓ,m の計算と，実際に連立１次方程式を解く

部分と考えられる．そこでここでは，この 2つの計算
をGMPで設定できる計算精度と円板の半径 aと波長

λの比 a/λをパラメータとして，Gn
ℓ,mの構成要素であ

る g1 と g2，および An
m を計算する．その結果を大き

な計算精度で計算した結果と比較し，設定された各計

算精度と a/λの関係を探る．今回は，仮数部 512[bit]
で設定し計算をした結果を比較対象とした．また∞ま
で加算するような計算については，100項まで計算す
るようにした．すべてにおいて丸めモードは最近接値

への丸めを採用している．

また，計算精度・計算速度の点から式展開などで可

能な工夫はできる限り行う．今回，式 (8)，(9)は以下
のように展開して，ガンマ関数をそのまま計算しない

ようにしている．

g1(p, q) =
∞∑

k=q

ak

aq =
(−1)q22γ2q

q!
×{2(p − 1) + 1 − 2q}{2(p − 2) + 1 − 2q} · · · {1 − 2q}

× 1
(2p + 2q + 1)(2p + 2q)(2p + 2q − 1) · · · (p + q + 1)
ak

ak−1
=

(2k − 1)2

(p + k + 1
2 )(p − k + 1

2 )(k + q)(k − q)
(
γ

2
)2 (41)

g2(p, q) =
∞∑

k=0

bk

b0 =
22γ2q+1

π
(42)

× p(p − 1)(p − 2) · · · 1
(p + 1

2 )(p − 1
2 )(p − 3

2 ) · · · 3
2

× 1
(2(p + q) + 1

1
(2(p + q) − 1

· · · 1
(2(p − q) + 3

×(
1

(2(p − q) + 1
)2(

1
(2(p − q) − 1

)2 · · · (1
3
)2 (43)

bk

bk−1
=

4(p + k)2γ2

k(2p + k + 1)(2p + 2k + 2q + 1)(2p + 2k − 2q + 1)
(44)



5.2 Gn
ℓ,mの計算

ここでは，Gn
ℓ,m の構成要素である g1およびg2 と計

算精度及び a/λとの関係を検証する．ただし g1 およ

び g2はm,n,lをパラメータとするのではなく，p,qを
パラメータとして計算を行った．p,qはそれぞれ 0～9
まで可変させた．

図 3は，設定した計算精度をパラメータとして，各
a/λにおいて g1およびg2 の 10進数で何桁目で誤差が
生じるかを表したものである．誤差が出た桁数は各 g1

および g2 での誤差の出た桁数の平均を取った．図 3
より，どのような精度を設定しても a/λ が 1 から下
がって行き，7を下限として再度上がっていく，とい
う傾向が見られる．特に倍精度と同等と見られる仮数

部を 64[bit]で設定したものについては，a/λが 5から
7においては，1桁目より数値が異なってしまってい
る．ただし，

∑
の kが小さい項については 64[bit]で

も 512[bit]と比較した結果，64[bit]の 10進数での最
大表示桁数 20桁に近い桁数で数値が一致しているの
は確認しているので，kが大きい時に誤差を多く含む

のではないかと考えている．
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図 3．Gn
ℓ,m に対する a/λでの誤差の出る桁数

Fig.3 Digit number of errors occurred at a/λ for Gn
ℓ,m.

5.3 An
mの計算

ここでは，散乱界 (2次界)のヘルツベクトルの展開
係数の 1つであるAn

mについて計算し，Gn
ℓ,mと同じよ

うに傾向を調べた．ただしここでは Gn
ℓ,m の時と異な

り α = 45[度]などの実際の値を入れて計算を行った．
また n,mともに 0～9まで可変させた．
図 4は，設定した計算精度をパラメータとして，各

a/λにおいて An
mの何桁目で誤差が生じるかを表した

ものである．誤差が出た桁数は各An
mの実部と虚部で

の誤差の出た桁数の平均を取った．傾向としてはGn
ℓ,m

と変わらない．ただ a/λが 7から 11で精度が落ちて
いるは，連立 1次方程式の計算が原因と考えられる．
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図 4．An
m に対する a/λでの誤差の出る桁数

Fig.4 Digit number of errors occurred at a/λ for An
m.

6 Gn
ℓ,mの精度の分析

これまでの結果から，Gn
ℓ,m の計算では，a > 4λに

対してほとんど精度の保持ができないが，データ幅を

広げれば，途中精度は落ちるものの必要な精度は保持

できることがわかった．

さらに An
mの計算では，Gn

ℓ,mでの精度の 1～2桁程
度落ちるだけであり，この部分での精度の低下は見ら

れない（ただし，p，qが大きくなる場合にこのことが

言えるかは未検証である）．

そこで，精度が落ちる主要因がGn
ℓ,mにあると考え，

ここでは Gn
ℓ,m の精度について詳細に検証する．

まず，Gn
ℓ,mの構成要素である g1(p, q)，g2(p, q)の計

算が無限交項級数であることから，この部分で桁落ち

をしている可能性がある．そこで，式 (43)と (46)の
精度について検証する．今回は検証の結果，傾向が同

じのため g1(p, q)のみに主眼をおいて結果を示す．
各 ak を精度 512[bit]で計算した結果を基準として
比較する形で k = 1, 2, 3 · · ·と加算した過程での精度を
検証した．図 5に p = 0，q = 0，a/λ = 1, 2, 3, 5，計
算精度を 64[bit]とした時の精度の推移を示す．横軸は
k，縦軸は 512[bit]で計算した同様の値と一致した 10
進数での桁数を示す．図から，a/λが小さい場合は k

が増えてある程度精度が落ちてもそれ以降は精度を保

つことがわかる．さらに a/λが大きくなると徐々に計

算精度が低下していく．特に a/λ = 5の時には一致す
る桁数が 0となることから，全く異なった値として計
算されていることがわかる．したがって，a/λが大き

くなった時に計算結果がおかしくなるのは，まずこの

計算精度の悪さが原因となっていることがわかる．

次に，計算精度を 128[bit]に上げた時の結果を図 6
に示す．ただし，a/λは 1～11まで可変させた．図 5
と比較し，a/λ = 5の場合でも 15桁程度の計算精度
は保持されるが，a/λ = 9のときには計算精度は 0と
なってしまう．しかしながら a/λ = 11の時は計算精
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図 5．p = 0，q = 0，a/λ = 1, 2, 3, 5，計算精度 64[bit]の
場合の精度の推移

Fig.5 Digit number of errors occurred at p = 0，q = 0，

a/λ = 1, 2, 3, 5,precision of arithmetic = 64[bit].

度が向上する．この結果から，精度が落ちていくには

何らかの法則性があることが考えられる．

ここで，図 3において a/λが大きくなると精度が向

上することについて検証しておく．図 6から，a/λは

初期には計算精度は落ちず，ある kの値から急激に精

度が落ち始め，最終的にある一定値となる，という傾

向がある．また a/λが大きくなると精度が落ち始める

kの値も大きくなる．図 3では kを 100となった時に
計算を打ち切っているため，a/λが大きいときに精度

が向上したのは，精度が一定値に落ちる前に計算を終

了していたためである考えられる．
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図 6．p = 0，q = 0，a/λ = 1, 3, 5, 7, 9, 11，計算精度
128[bit]の場合の精度の推移

Fig.6 Digit number of errors occurred at p = 0，q = 0，

a/λ = 1, 3, 5, 7, 9, 11,precision of arithmetic = 128[bit].

7 むすび

本稿では，GMPライブラリを用い，計算精度を考
慮する上で多倍長計算法を適用して，完全導体円板に

よる電磁波散乱問題の数値計算に当てはめ，従来法で

は良好な計算結果が得られなかった原因を探った．

aが 2.5～3.0波長以上で良好な結果が得られない原
因の一つは Gn

ℓ,m の計算に存在し，さらにそれは級数

展開の項の加減算に存在していることがわかった．た

だしそれらは多倍長計算で補うことが可能であり，ど

の程度の桁数の精度が欲しいのかはある法則性により

検証可能であろうことが見出せた．

今後はこの法則性などについて検証していく．
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