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11.. 緒緒言言  

近年，塑性変形の研究のために結晶塑性論と有限要素法

を融合させたモデルが多く使われるようになった．結晶塑

性論とは，すべり系を転位が移動すると塑性変形すると考

え，単結晶と多結晶の変形を結び付けた理論である．初め

に Taylor によって提案され，Bishop, Hill により理論的に

洗練されていった[1],[2]．しかし，Taylor 理論では多結晶

集合体内の各結晶粒の塑性ひずみは全て等しいと考えて

いるため，粒界の変位の連続性を満足するが，粒界におけ

る力の釣合いは成り立たない． Sachs は多結晶集合体内の

各結晶粒の力は全て等しいと考える理論を提案したが，こ

のモデルでは粒界のひずみの連続は保たれない[3]．一方，

有限要素法は，1954 年にボーイング社の技術者が，三角

要素を使用した直接剛体法を提案したのが始まりとされ，

その後，有限要素法として確立されていく．有限要素法で

あれば，変位の連続性と力の釣合いを両立することができ

る．結晶塑性論と有限要素法を融合させたモデルでは，要

素１つを結晶粒１つと考えて，各結晶のすべりを考慮し，

1972 年に宮本，神馬らにより提案され，その後，多くの研

究者により発展してきた[4],[5]．その中でも高橋が提案し

た有限要素多結晶モデル（FEPM：Finite Element Polycrystal 
Model）は，アルミニウムをベースにした実験結果とよく

一致し，応力－ひずみ曲線，異方性とｒ値の関係などでよ

い結果を得ている[6],[7]．しかし，同じ FCC（面心立方格

子）系の銅やオーステナイト系ステンレス鋼では，実験と

一致しないところもある．アルミニウムの特徴として弾性

異方性が小さいことから，高橋は計算時間を短くするため

に等方として計算を行ってきた．しかし近年，その場引張

中性子回折実験などから，配向が異なる粒群（同じ結晶配

向を持つ結晶粒の集合）は弾性域で応力分配していること

が確認され，塑性にも影響を及ぼしていると考えられる

[8],[9]．そこで，私は異方性が取り扱えるように異方弾性

マトリックスと回転行列を使い FEPM を改良し，オース

テナイト系ステンレス鋼の粒群のひずみ挙動を再現した

[10]．本稿では，これらについて詳細に変更点と具体的な

計算方法についてまとめた． 

 
２２..  FFEEPPMMのの計計算算概概要要とと修修正正箇箇所所  

 FEPM の修正箇所を理解し易くするために初めに FEPM の
計算の概要について説明する．FEPM では，１つの結晶を１つ

の立方体要素とみなすが，図 1 に示すように１つの立方体要素

は5つ三角錐要素に分割でき，対称性を考慮して10個のサブ要

素で構成されていると考える．これにより，粒内不均質を考慮

することができる． 

 

図図11  11つつのの立立方方体体要要素素をを構構成成すするる三三角角錐錐要要素素分分割割  

 
この立方体要素をn3個（n×n×n 個）のブロックとし，図2に示

すように，ブロックが三次元的に積み重ねられているとする． 
 

 

図図2   FEPMににおおけけるる立立方方体体要要素素ののn×n×nブブロロッックク 

1)東京都立産業技術高等専門学校 ものづくり工学科 ロボット工学コース 
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このような要素に対して FEPM では，剛性方程式を次式

で与える． 
PFFuK      (1) 

  dVBDBK T   (2) 

   dVDBF PTP   1  (3) 

ここで，B，BT，K，Dは，それそれ，形状関数，形状関

数の転置行列，剛性マトリックスおよび弾性マトリック

スであり，全て既知である．𝐹𝐹と𝐹𝐹�は，それぞれ，外力

と塑性による等価外力である．負荷開始時は弾性変形の

みなので Fpはゼロであり，通常の有限要素法と同じよう

に，境界条件として変位増分𝑢𝑢�か力 F が与えられれば解

くことができる． 

降伏して塑性変形が始まった場合，全体のひずみ増分𝜀𝜀�
は，塑性ひずみ増分𝜀𝜀�� と弾性ひずみ増分の和と考えて弾

塑性分解を行いフックの式を用い，負荷除荷に伴う残留

ひずみは，計算の簡略化のため全て塑性ひずみとして近

似，仮想仕事の原理より次式が得られる． 

     1pD   (4) 

ここで，有限要素法の要領で変位増分𝑢𝑢�と形状関数 B からひず

み増分𝜀𝜀�は求まり，σ1 は一つ前の応力で， 𝜛𝜛�は Jaumann 増分で

あり，σ1と回転成分で求められるので既知である．塑性ひずみ

増分𝜀𝜀�� は，各すべり系のせん断ひずみ増分𝛾𝛾�によって，次式で与

えられる． 
    

r

rrp C      (5) 

ここで，C(r)は，r番目のすべり系におけるSchmidテンソルであ

る．一般的にFCC（面心立方格子）のすべり系は{111}<110>で
12通りであり，BCC（体心立方格子）のすべり系は｛110｝<111>，
{112}<111>，{123}<111>で 48 通りである．また，Schmid テン

ソルは次式で与えられる． 

          rir
j

r
j

r
i

r
ij babaC 

2
1

 (6) 

𝑎𝑎���は結晶粒のすべり面の単位法線ベクトルの成分，𝑏𝑏���はすべ

り方向の単位ベクトル成分である．各結晶粒の配向はＸ線回折

などの極点図のデータで得るか，または，ランダム配向として

乱数を用い，Euler角で与える．よって，結晶の配向は既知であ

り，Schmidテンソルを求めることができる．せん断ひずみ増分

𝛾𝛾�は，降伏条件としてSchmid則に従うとして，次の条件を適用

する．𝜏𝜏���は r番目のすべり系の分解せん断応力であり，𝑘𝑘���は
r番目のすべり系における降伏せん断応力である． 

    0 rr     for    rr k   (7) 

  0r   for    rr k   

実際の計算では，以下のように行っている． 

    0 rr     for      rrr k  

 (8) 

  0r   for      rrr k   

ここで，𝜉𝜉��� = �����𝜏𝜏����であり， 𝜒𝜒��� = 𝜉𝜉��� ∙ 𝛾𝛾� ���と考えて

次式を用いて逐次累積法による繰返し計算を行う． 

  
 

 
        

G
k rrrr

i
r
i 21

 
   (9) 

Δρ，Gは，それぞれ，繰返し計算のステップ幅と剛性率であり，

初期値𝜒𝜒������はゼロとする．すべり系 rを変えて繰返し数 iが増え

るたびに𝐹𝐹�を更新して剛性方程式（1）を解く．従って，𝜏𝜏���は
更新でき，繰返し計算中に𝜒𝜒��� < 0の時は，そのすべり系は

𝜒𝜒��� = 0として全体の繰返し計算を行い，全ての結晶粒，全て

のすべり系について𝜒𝜒���が変化しなくなったら，収束したとし

て解が確定する．これは転位が 1 つでも移動すると材料全体の

バランスが変化して結晶粒の応力が緩和されたことを自動的に

再現している．なお，この繰返し計算では，計算メモリーを少

なくするためにブロック合計のKマトリックスはハーフバンド

マトリックスに格納され，収束計算時間を短縮するためにコレ

スキー法が用いている． 
さらに，解が得られた条件について，加工硬化条件に従い降

伏せん断応力を更新し，Hosfordの数学的回転則から結晶粒の剛

体回転角（Euler 角）を求めて，次の計算の準備をする．以後，

新たに増加させた外力を与えて繰返し計算する．また，得られ

たミクロの応力，ひずみ，回転から，マクロな応力，ひずみを

算出する． 
弾性異方性にするために変更点について説明する．等方性の

場合，等方弾性マトリックスを１度作れば，結晶の配向にかか

わらず一定であるが，異方性の場合，異方弾性マトリックス D
を作り，各結晶粒の配向に合わせて回転させた弾性マトリック

スD’にする必要がある．また，各ステップでの外力を与えると

結晶粒が回転するため，繰返し弾性マトリックスD’を計算して

求める．ここで，様々な配向により式（2）からブロック合計の

Kマトリックスが作られ，剛性方程式（1）を逐次累積法で解く

ことになるが，コレスキー法の適用条件は満たされているので，

解を得る計算方法の変更は必要ない． 
  

３３..  弾弾性性異異方方性性のの取取りり扱扱いい  

高橋のFEPMでは，ヤング率とポアソン比を与え，等方弾性

マトリックスを作っている．作られた等方弾性マトリックスは

次のようなる． 
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 (10) 

D1111とD1122のみからなり，D2323 = D3131 = D1212 = D1111－D1122

の条件が成り立つ．一方，異方弾性マトリックスを考える場合，

結晶は対称性を有しており，FCCやBCCの(100)，(010)，(001)
面の法線方向を X，Y，Z 軸に一致させた場合，次のようにな

る． 
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  (11) 

よって，D1111，D1122，D1212の3変数を直接入力するように変

更した．また通常，各結晶粒の(100)，(010)，(001)面の法線方向

は， X，Y，Z 軸に一致していないため，座標回転する必要があ

る．先に述べたようにSchmid テンソルを求めるために，結晶の

配向が Euler角で与えられている． Euler角は，立方格子の(100)，
(010)，(001)面の法線方向を X，Y，Z 軸に一致している状態か

らの角度で与えるので，同じ変換マトリックスを使うことがで

きる．ただし，Schmidテンソルは2階のテンソルであり，弾性

マトリックスは 4 階のテンソルなのでそのままでは使えない．

そこで，2 階のテンソルである応力テンソル，ひずみテンソル

とフックの式を用いて変換マトリックスを作成した． Euler 角

から得られた変換マトリックスRが，次式で与えられたとする． 

 

















333231

232221

131211

RRR
RRR
RRR

Rij    (12) 

2 階のテンソルである結晶座標系の応力テンソルσと全体座

標系の応力テンソルσ’の座標変換は次式で与えられる（添え字

の指数は省略する）． 

       TRR      (13) 

応力テンソルは 9 成分あるが，フックの式に適用するため応力

は6成分にすると次式が得られる． 

       1L     (14) 

ここで変換マトリックスL1は，次のようになる． 
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(15) 

同様に，ひずみテンソルについても考える．理論せん断ひずみ

の場合，次のようになる． 

       TRR      (16) 

式（13）と（16）の変換は同じであり，理論せん断ひずみの場

合には変換マトリックスは同じになる．しかし，高橋の FEPM
では工学的せん断ひずみが使われているため，垂直ひずみは同

じであるが，せん断ひずみは ε＝γ/2になる．これらを考慮して

整理すると次のようになる． 

       2L     (17) 

ここで変換マトリックスL2は，次のようになる． 
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     (18) 
局所座標系におけるフックの式を考える． 

       D     (19) 

座標変換して全体座標系に移されるので，式（19）に式（14），
（17）を代入して整理すると次式が得られる． 

        D     (20) 

        2
1

1 LDLD  
   (21) 

全ての結晶粒について式（21）で変換して異方弾性マトリック

スD’を作る．式（2）～（4）のDを，得られた異方弾性マトリ

ックスD’に変えて，剛性方程式（1）を逐次累積法で解く．降伏

せん断応力を更新し，結晶粒の剛体回転角（Euler角）を求めて，

新しい弾性マトリックスD’を更新して，以降，繰返すことによ

り弾性異方性を考慮した計算を行うことができる．なお，式（9）
における剛性率Gは，単純に収束計算のパラメータと考え一定

とし，直接入力したD1212を用いた． 
 
 
４４..  計計算算実実験験  

４４--１１  結結晶晶粒粒数数  

 計算実験のために必要な結晶粒の個数を検討した．各結晶粒

が弾性異方性であっても，無数の結晶粒がランダム配向すれば，

材料全体としては等方性になる．FEPMでは立方体要素n3個の

ブロックが連なっているとして計算しており，結晶粒配向を乱

数により与えてn3個の配向について等方性が保証されるか確認

した．計算条件として，n=3（27個），6（216 個）について，

それぞれ異なる配向（乱数）を 5 回ずつ与えて，すべり系のは

っきりしている FCC について単純引張 20％を行い，応力－ひ

ずみ曲線がほぼ一致するか確認した．また，弾性マトリックス

は，比較的弾性異方性が大きいなオーステナイト系ステンレス
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このような要素に対して FEPM では，剛性方程式を次式

で与える． 
PFFuK      (1) 

  dVBDBK T   (2) 

   dVDBF PTP   1  (3) 

ここで，B，BT，K，Dは，それそれ，形状関数，形状関

数の転置行列，剛性マトリックスおよび弾性マトリック

スであり，全て既知である．𝐹𝐹と𝐹𝐹�は，それぞれ，外力

と塑性による等価外力である．負荷開始時は弾性変形の

みなので Fpはゼロであり，通常の有限要素法と同じよう

に，境界条件として変位増分𝑢𝑢�か力 F が与えられれば解

くことができる． 

降伏して塑性変形が始まった場合，全体のひずみ増分𝜀𝜀�
は，塑性ひずみ増分𝜀𝜀�� と弾性ひずみ増分の和と考えて弾

塑性分解を行いフックの式を用い，負荷除荷に伴う残留

ひずみは，計算の簡略化のため全て塑性ひずみとして近

似，仮想仕事の原理より次式が得られる． 

     1pD   (4) 

ここで，有限要素法の要領で変位増分𝑢𝑢�と形状関数 B からひず

み増分𝜀𝜀�は求まり，σ1 は一つ前の応力で， 𝜛𝜛�は Jaumann 増分で

あり，σ1と回転成分で求められるので既知である．塑性ひずみ

増分𝜀𝜀�� は，各すべり系のせん断ひずみ増分𝛾𝛾�によって，次式で与

えられる． 
    

r

rrp C      (5) 

ここで，C(r)は，r番目のすべり系におけるSchmidテンソルであ

る．一般的にFCC（面心立方格子）のすべり系は{111}<110>で
12通りであり，BCC（体心立方格子）のすべり系は｛110｝<111>，
{112}<111>，{123}<111>で 48 通りである．また，Schmid テン

ソルは次式で与えられる． 

          rir
j

r
j

r
i

r
ij babaC 

2
1

 (6) 

𝑎𝑎���は結晶粒のすべり面の単位法線ベクトルの成分，𝑏𝑏���はすべ

り方向の単位ベクトル成分である．各結晶粒の配向はＸ線回折

などの極点図のデータで得るか，または，ランダム配向として

乱数を用い，Euler角で与える．よって，結晶の配向は既知であ

り，Schmidテンソルを求めることができる．せん断ひずみ増分

𝛾𝛾�は，降伏条件としてSchmid則に従うとして，次の条件を適用

する．𝜏𝜏���は r番目のすべり系の分解せん断応力であり，𝑘𝑘���は
r番目のすべり系における降伏せん断応力である． 

    0 rr     for    rr k   (7) 

  0r   for    rr k   

実際の計算では，以下のように行っている． 

    0 rr     for      rrr k  

 (8) 

  0r   for      rrr k   

ここで，𝜉𝜉��� = �����𝜏𝜏����であり， 𝜒𝜒��� = 𝜉𝜉��� ∙ 𝛾𝛾� ���と考えて

次式を用いて逐次累積法による繰返し計算を行う． 

  
 

 
        

G
k rrrr

i
r
i 21

 
   (9) 

Δρ，Gは，それぞれ，繰返し計算のステップ幅と剛性率であり，

初期値𝜒𝜒������はゼロとする．すべり系 rを変えて繰返し数 iが増え

るたびに𝐹𝐹�を更新して剛性方程式（1）を解く．従って，𝜏𝜏���は
更新でき，繰返し計算中に𝜒𝜒��� < 0の時は，そのすべり系は

𝜒𝜒��� = 0として全体の繰返し計算を行い，全ての結晶粒，全て

のすべり系について𝜒𝜒���が変化しなくなったら，収束したとし

て解が確定する．これは転位が 1 つでも移動すると材料全体の

バランスが変化して結晶粒の応力が緩和されたことを自動的に

再現している．なお，この繰返し計算では，計算メモリーを少

なくするためにブロック合計のKマトリックスはハーフバンド

マトリックスに格納され，収束計算時間を短縮するためにコレ

スキー法が用いている． 
さらに，解が得られた条件について，加工硬化条件に従い降

伏せん断応力を更新し，Hosfordの数学的回転則から結晶粒の剛

体回転角（Euler 角）を求めて，次の計算の準備をする．以後，

新たに増加させた外力を与えて繰返し計算する．また，得られ

たミクロの応力，ひずみ，回転から，マクロな応力，ひずみを

算出する． 
弾性異方性にするために変更点について説明する．等方性の

場合，等方弾性マトリックスを１度作れば，結晶の配向にかか

わらず一定であるが，異方性の場合，異方弾性マトリックス D
を作り，各結晶粒の配向に合わせて回転させた弾性マトリック

スD’にする必要がある．また，各ステップでの外力を与えると

結晶粒が回転するため，繰返し弾性マトリックスD’を計算して

求める．ここで，様々な配向により式（2）からブロック合計の

Kマトリックスが作られ，剛性方程式（1）を逐次累積法で解く

ことになるが，コレスキー法の適用条件は満たされているので，

解を得る計算方法の変更は必要ない． 
  

３３..  弾弾性性異異方方性性のの取取りり扱扱いい  

高橋のFEPMでは，ヤング率とポアソン比を与え，等方弾性

マトリックスを作っている．作られた等方弾性マトリックスは

次のようなる． 
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
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 (10) 

D1111とD1122のみからなり，D2323 = D3131 = D1212 = D1111－D1122

の条件が成り立つ．一方，異方弾性マトリックスを考える場合，

結晶は対称性を有しており，FCCやBCCの(100)，(010)，(001)
面の法線方向を X，Y，Z 軸に一致させた場合，次のようにな

る． 
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  (11) 

よって，D1111，D1122，D1212の3変数を直接入力するように変

更した．また通常，各結晶粒の(100)，(010)，(001)面の法線方向

は， X，Y，Z 軸に一致していないため，座標回転する必要があ

る．先に述べたようにSchmid テンソルを求めるために，結晶の

配向が Euler角で与えられている． Euler角は，立方格子の(100)，
(010)，(001)面の法線方向を X，Y，Z 軸に一致している状態か

らの角度で与えるので，同じ変換マトリックスを使うことがで

きる．ただし，Schmidテンソルは2階のテンソルであり，弾性

マトリックスは 4 階のテンソルなのでそのままでは使えない．

そこで，2 階のテンソルである応力テンソル，ひずみテンソル

とフックの式を用いて変換マトリックスを作成した． Euler 角

から得られた変換マトリックスRが，次式で与えられたとする． 

 

















333231

232221

131211

RRR
RRR
RRR

Rij    (12) 

2 階のテンソルである結晶座標系の応力テンソルσと全体座

標系の応力テンソルσ’の座標変換は次式で与えられる（添え字

の指数は省略する）． 

       TRR      (13) 

応力テンソルは 9 成分あるが，フックの式に適用するため応力

は6成分にすると次式が得られる． 

       1L     (14) 

ここで変換マトリックスL1は，次のようになる． 
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(15) 

同様に，ひずみテンソルについても考える．理論せん断ひずみ

の場合，次のようになる． 

       TRR      (16) 

式（13）と（16）の変換は同じであり，理論せん断ひずみの場

合には変換マトリックスは同じになる．しかし，高橋の FEPM
では工学的せん断ひずみが使われているため，垂直ひずみは同

じであるが，せん断ひずみは ε＝γ/2になる．これらを考慮して

整理すると次のようになる． 

       2L     (17) 

ここで変換マトリックスL2は，次のようになる． 
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     (18) 
局所座標系におけるフックの式を考える． 

       D     (19) 

座標変換して全体座標系に移されるので，式（19）に式（14），
（17）を代入して整理すると次式が得られる． 

        D     (20) 

        2
1

1 LDLD  
   (21) 

全ての結晶粒について式（21）で変換して異方弾性マトリック

スD’を作る．式（2）～（4）のDを，得られた異方弾性マトリ

ックスD’に変えて，剛性方程式（1）を逐次累積法で解く．降伏

せん断応力を更新し，結晶粒の剛体回転角（Euler角）を求めて，

新しい弾性マトリックスD’を更新して，以降，繰返すことによ

り弾性異方性を考慮した計算を行うことができる．なお，式（9）
における剛性率Gは，単純に収束計算のパラメータと考え一定

とし，直接入力したD1212を用いた． 
 
 
４４..  計計算算実実験験  

４４--１１  結結晶晶粒粒数数  

 計算実験のために必要な結晶粒の個数を検討した．各結晶粒

が弾性異方性であっても，無数の結晶粒がランダム配向すれば，

材料全体としては等方性になる．FEPMでは立方体要素n3個の

ブロックが連なっているとして計算しており，結晶粒配向を乱

数により与えてn3個の配向について等方性が保証されるか確認

した．計算条件として，n=3（27個），6（216 個）について，

それぞれ異なる配向（乱数）を 5 回ずつ与えて，すべり系のは

っきりしている FCC について単純引張 20％を行い，応力－ひ

ずみ曲線がほぼ一致するか確認した．また，弾性マトリックス

は，比較的弾性異方性が大きいなオーステナイト系ステンレス
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鋼を考えて，D1111＝204.6GPa，D1122＝137.7GPa，D1212＝126.2GPa
を用いた[9]．異方性の指標として，異方性パラメータが用いら

れ，次式で表される． 

11221111

12122
DD

D


    (22) 

異方性パラメータは3.73 となり，等方の場合は1となり，比較

的弾性異方性が強い． 
図3の計算結果のように，27個では配向により応力－ひずみ

曲線にばらつきがあるが，216 個では概ね 1 本の曲線にまとま

ったとみなすことができる．よって，計算では立方体要素（結

晶粒数）216個（63個）で計算を行うこととした． 

 
図図3  結結晶晶粒粒数数をを変変ええたた場場合合，，弾弾性性異異方方性性をを考考慮慮ししたたFEPMにに

異異ななるる配配向向をを５５回回与与ええたたととききのの FCC 単単純純引引張張のの応応力力－－ひひずずみみ

曲曲線線のの違違いい，，(a)立立方方体体要要素素27個個，，(b) 立立方方体体要要素素216個個 
 
４４--２２  異異方方弾弾性性ママトトリリッッククススとと等等方方弾弾性性ママトトリリッッククスス  

弾性マトリックスが異方性と等方性でマクロ的にどのような

違いがあるか検証を行った．計算条件として，FCC について，

異方性の場合，弾性マトリックスを D1111＝204.6GPa，D1122＝

137.7GPa，D1212＝126.2GPa で与える．等方性の場合，D1212＝D1111

－D1122が成り立つので，D1111＝204.6GPa，D1122＝137.7GPa，D1212

＝66.9GPa で与えた．また，結晶粒数は216個で，配向は乱数で

与えるが，異方性と等方性の配向は同じデータを用いた． 

 
図図4  弾弾性性異異方方性性をを考考慮慮ししたたFEPMにによよるる異異方方弾弾性性ママトトリリッックク

ススとと等等方方弾弾性性ママトトリリッッククススにによよるる FCC 単単純純引引張張のの応応力力－－ひひずず

みみ曲曲線線のの違違いい 
図 4 の計算結果のように，等方性に比べて異方性の方が応力

において高い値を示した．これは，弾性異方性による内部応力

の増加により加工硬化したため，応力が上昇したと推測される． 
 

４４--３３  粒粒ひひずずみみのの挙挙動動  

単相多結晶材料に外力，または，内部応力（残留応力）が働

くとき，結晶粒の弾塑性異方性により結晶粒ごとに異なるひず

みが発生し，これを粒ひずみと言う．粒ひずみを測定する方法

の１つとして，その場引張中性子回折実験がある．その場引張

中性子回折実験では TOF（Time-of-flight）法が使われ，白色中

性子を引張試験片に照射しながら引張り，ブラック条件を満足

した中性子線の飛行時間 t を測定して，既知の飛行距離 x から

中性子の速度 v がわかり，ド・ブロイの式より回折波長 λを定

める方法である．白色中性子を使うと，一度に複数の波長が測

定でき，格子定数が与えられていれば，複数の格子面間隔を求

められる．また，図 5 に示すように中性子ビームラインと試験

片軸方向は45deg.にすることにより，2つの検出器を使って，引

張軸に垂直な面と平行な面の結晶粒群について同時に測定でき

る．無ひずみ状態の格子面間隔と測定した格子面間隔の差を無

ひずみ状態の格子面間隔で割ることにより，粒ひずみを求める．

このその場引張中性子回折実験を念頭に，弾性異方性を考慮し

たFEPMを用いて，粒群の挙動が再現できるか計算実験を行っ

た．ここで，その場引張中性子回折実験では格子面間隔を測定

しているため，粒ひずみは弾性ひずみを測定していることにな

る．また，結晶粒群ごとの応力は測定できないことに注意が必

要である．すなわち，実験で得られるのは，負荷応力に対する

粒群ごとの弾性ひずみ（粒ひずみ）である． 
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図図5 そそのの場場引引張張中中性性子子回回折折実実験験ににおおけけるる幾幾何何学学的的なな配配置置 
 
計算条件として，オーステナイト系ステンレス鋼の弾性マト

リックスD1111＝204.6GPa，D1122＝137.7GPa，D1212＝126.2GPaを
用いた．その場引張中性子回折実験の引張軸に垂直な面の粒ひ

ずみについて計算するとして，各結晶粒の配向は，図 6 に示す

ようなRoi型のEuler角で与えた．また，結晶粒数216個の内，

（111）,（200）,（220）,（311）各1個については，表1に示す

配向を与え，残りの結晶粒の配向は乱数により与えた．  
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図図6  Euler 角角 
 

表表1（（111））,（（200））,（（220））,（（311））ののEuler角角にによよるる配配向向 

回折面 φ(deg.) θ(deg.) ψ(deg.)
(111) 0 90 0
(200) 0 90 45
(220) 150 55 45
(311) 90 70 20  

 
また，塑性変形に伴う加工硬化関数（降伏せん断応力を決定

する関数）が必要となる．加工硬化関数は様々な議論，関数が

提案されているが，決定的な関数は無い．ここでは，次のよう

な仮定のもとに加工硬化関数を決めた．すなわちTaylorの等方

硬化を仮定し，塑性変形中Taylor因子が一定であり，負荷応力

方向と塑性ひずみ増分方向が一定であると仮定することにより，

塑性仕事増分から，次式のような加工硬化関数が得られる[11]． 

  n
nM
FH 








 


1

0

   (23) 

ここで，H，𝛤𝛤�，n，F，M0は，それぞれ加工硬化関数，マクロ

なせん断ひずみ増分，加工硬化指数，n乗硬化式の定数項，Taylor
因子（FCC の場合，3.07）である．引張による真応力－真ひず

み曲線を n乗硬化式に最小二乗法で近似すると，加工硬化指数

nと定数項 Fを求めることができるので，式（23）より加工硬

化関数を決定した． 
以上の計算条件で，粒ひずみを算出した結果を図 7 に示す．

負荷直後から負荷応力に対して粒ひずみが直線的に変化してい

るが，粒により異なる傾きを示してる．負荷応力が 600MPa に

達すると粒ひずみの挙動が変化しており，マクロな降伏応力も

約 600MPa であることから，マクロ的には 600MPa 以下が弾性

域，それ以上は塑性域と考えられる．マクロな弾性域では，粒

により異なる挙動を示しており，弾性異方性による挙動の違い

が再現できた．マクロな塑性域では，（111）や（220）粒は，

負荷応力が増加しても粒ひずみの変化が少ないのに対して，

（200）と（311）粒は粒ひずみが増加している．すなわち，（111）
や（220）粒は，ミクロな降伏をして塑性変形が進行し，加工硬

化している考えら，一方，（200）や（311）粒は，ミクロ降伏

した（111）や（220）粒が耐えられなかった応力を受け持ち，

粒ひずみが増加していると考えられる，すなわち，応力分配が

起こっていると考えられる．以上の挙動は，その場引張中性子

回折実験の結果でも確認されている[8],[9]．よって，弾塑性異方

性を考慮したFEPMにより，粒ひずみを再現できたと考えられ

る． 

 

図図 7  オオーースステテナナイイトト系系スステテンンレレスス鋼鋼のの負負荷荷応応力力にに対対すするる粒粒ひひ

ずずみみのの変変化化 
 
 
５５  結結言言  

 異方弾性マトリックスと回転行列を使いFEPMを改良し，弾

性異方性を考慮した有限要素多結晶モデルを作成した． 
計算実験より，各結晶粒が弾性異方性であっても，無数の結

晶粒がランダム配向すれば材料全体としては等方性になるが，

異なる配向（乱数）を 5 回ずつ与えて計算実験を行った結果，

結晶粒数 216 個あれば概ね同じ応力－ひずみ曲線が得られた．
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鋼を考えて，D1111＝204.6GPa，D1122＝137.7GPa，D1212＝126.2GPa
を用いた[9]．異方性の指標として，異方性パラメータが用いら

れ，次式で表される． 

11221111

12122
DD

D


    (22) 

異方性パラメータは3.73 となり，等方の場合は1となり，比較

的弾性異方性が強い． 
図3の計算結果のように，27個では配向により応力－ひずみ

曲線にばらつきがあるが，216 個では概ね 1 本の曲線にまとま

ったとみなすことができる．よって，計算では立方体要素（結

晶粒数）216個（63個）で計算を行うこととした． 

 
図図3  結結晶晶粒粒数数をを変変ええたた場場合合，，弾弾性性異異方方性性をを考考慮慮ししたたFEPMにに

異異ななるる配配向向をを５５回回与与ええたたととききのの FCC 単単純純引引張張のの応応力力－－ひひずずみみ

曲曲線線のの違違いい，，(a)立立方方体体要要素素27個個，，(b) 立立方方体体要要素素216個個 
 
４４--２２  異異方方弾弾性性ママトトリリッッククススとと等等方方弾弾性性ママトトリリッッククスス  

弾性マトリックスが異方性と等方性でマクロ的にどのような

違いがあるか検証を行った．計算条件として，FCC について，

異方性の場合，弾性マトリックスを D1111＝204.6GPa，D1122＝

137.7GPa，D1212＝126.2GPa で与える．等方性の場合，D1212＝D1111

－D1122が成り立つので，D1111＝204.6GPa，D1122＝137.7GPa，D1212

＝66.9GPa で与えた．また，結晶粒数は216個で，配向は乱数で

与えるが，異方性と等方性の配向は同じデータを用いた． 

 
図図4  弾弾性性異異方方性性をを考考慮慮ししたたFEPMにによよるる異異方方弾弾性性ママトトリリッックク

ススとと等等方方弾弾性性ママトトリリッッククススにによよるる FCC 単単純純引引張張のの応応力力－－ひひずず

みみ曲曲線線のの違違いい 
図 4 の計算結果のように，等方性に比べて異方性の方が応力

において高い値を示した．これは，弾性異方性による内部応力

の増加により加工硬化したため，応力が上昇したと推測される． 
 

４４--３３  粒粒ひひずずみみのの挙挙動動  

単相多結晶材料に外力，または，内部応力（残留応力）が働

くとき，結晶粒の弾塑性異方性により結晶粒ごとに異なるひず

みが発生し，これを粒ひずみと言う．粒ひずみを測定する方法

の１つとして，その場引張中性子回折実験がある．その場引張

中性子回折実験では TOF（Time-of-flight）法が使われ，白色中

性子を引張試験片に照射しながら引張り，ブラック条件を満足

した中性子線の飛行時間 t を測定して，既知の飛行距離 x から

中性子の速度 v がわかり，ド・ブロイの式より回折波長 λを定

める方法である．白色中性子を使うと，一度に複数の波長が測

定でき，格子定数が与えられていれば，複数の格子面間隔を求

められる．また，図 5 に示すように中性子ビームラインと試験

片軸方向は45deg.にすることにより，2つの検出器を使って，引

張軸に垂直な面と平行な面の結晶粒群について同時に測定でき

る．無ひずみ状態の格子面間隔と測定した格子面間隔の差を無

ひずみ状態の格子面間隔で割ることにより，粒ひずみを求める．

このその場引張中性子回折実験を念頭に，弾性異方性を考慮し

たFEPMを用いて，粒群の挙動が再現できるか計算実験を行っ

た．ここで，その場引張中性子回折実験では格子面間隔を測定

しているため，粒ひずみは弾性ひずみを測定していることにな

る．また，結晶粒群ごとの応力は測定できないことに注意が必

要である．すなわち，実験で得られるのは，負荷応力に対する

粒群ごとの弾性ひずみ（粒ひずみ）である． 
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図図5 そそのの場場引引張張中中性性子子回回折折実実験験ににおおけけるる幾幾何何学学的的なな配配置置 
 
計算条件として，オーステナイト系ステンレス鋼の弾性マト

リックスD1111＝204.6GPa，D1122＝137.7GPa，D1212＝126.2GPaを
用いた．その場引張中性子回折実験の引張軸に垂直な面の粒ひ

ずみについて計算するとして，各結晶粒の配向は，図 6 に示す

ようなRoi型のEuler角で与えた．また，結晶粒数216個の内，

（111）,（200）,（220）,（311）各1個については，表1に示す

配向を与え，残りの結晶粒の配向は乱数により与えた．  
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図図6  Euler 角角 
 

表表1（（111））,（（200））,（（220））,（（311））ののEuler角角にによよるる配配向向 

回折面 φ(deg.) θ(deg.) ψ(deg.)
(111) 0 90 0
(200) 0 90 45
(220) 150 55 45
(311) 90 70 20  

 
また，塑性変形に伴う加工硬化関数（降伏せん断応力を決定

する関数）が必要となる．加工硬化関数は様々な議論，関数が

提案されているが，決定的な関数は無い．ここでは，次のよう

な仮定のもとに加工硬化関数を決めた．すなわちTaylorの等方

硬化を仮定し，塑性変形中Taylor因子が一定であり，負荷応力

方向と塑性ひずみ増分方向が一定であると仮定することにより，

塑性仕事増分から，次式のような加工硬化関数が得られる[11]． 
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ここで，H，𝛤𝛤�，n，F，M0は，それぞれ加工硬化関数，マクロ

なせん断ひずみ増分，加工硬化指数，n乗硬化式の定数項，Taylor
因子（FCC の場合，3.07）である．引張による真応力－真ひず

み曲線を n乗硬化式に最小二乗法で近似すると，加工硬化指数

nと定数項 Fを求めることができるので，式（23）より加工硬

化関数を決定した． 
以上の計算条件で，粒ひずみを算出した結果を図 7 に示す．

負荷直後から負荷応力に対して粒ひずみが直線的に変化してい

るが，粒により異なる傾きを示してる．負荷応力が 600MPa に

達すると粒ひずみの挙動が変化しており，マクロな降伏応力も

約 600MPa であることから，マクロ的には 600MPa 以下が弾性

域，それ以上は塑性域と考えられる．マクロな弾性域では，粒

により異なる挙動を示しており，弾性異方性による挙動の違い

が再現できた．マクロな塑性域では，（111）や（220）粒は，

負荷応力が増加しても粒ひずみの変化が少ないのに対して，

（200）と（311）粒は粒ひずみが増加している．すなわち，（111）
や（220）粒は，ミクロな降伏をして塑性変形が進行し，加工硬

化している考えら，一方，（200）や（311）粒は，ミクロ降伏

した（111）や（220）粒が耐えられなかった応力を受け持ち，

粒ひずみが増加していると考えられる，すなわち，応力分配が

起こっていると考えられる．以上の挙動は，その場引張中性子

回折実験の結果でも確認されている[8],[9]．よって，弾塑性異方

性を考慮したFEPMにより，粒ひずみを再現できたと考えられ

る． 

 

図図 7  オオーースステテナナイイトト系系スステテンンレレスス鋼鋼のの負負荷荷応応力力にに対対すするる粒粒ひひ

ずずみみのの変変化化 
 
 
５５  結結言言  

 異方弾性マトリックスと回転行列を使いFEPMを改良し，弾

性異方性を考慮した有限要素多結晶モデルを作成した． 
計算実験より，各結晶粒が弾性異方性であっても，無数の結

晶粒がランダム配向すれば材料全体としては等方性になるが，

異なる配向（乱数）を 5 回ずつ与えて計算実験を行った結果，

結晶粒数 216 個あれば概ね同じ応力－ひずみ曲線が得られた．
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また，結晶粒数 216 個で同じ結晶配向でも，異方弾性マトリッ

クスと等方弾性マトリックスでは，等方性に比べて異方性の方

が応力について高い値を示した．すなわち異方性による内部応

力の増加により加工硬化したため，応力が上昇したと推測され

る．さらに，オーステナイト系ステンレス鋼のその場引張中性

子回折実験を念頭に，粒ひずみ（111），（200），（220），（311）
を算出した結果，マクロ的な弾性域で，各粒は異なった挙動を

示し，弾性異方性による挙動の違いを再現することができた．

また，マクロな降伏領域では，ミクロ降伏した（111）や（220）
粒が耐えられなかった応力を，降伏していない（200）や（311）
粒が受け持つ，応力分配と考えられる挙動を確認できた．これ

らは，オーステナイト系ステンレス鋼のその場引張中性子回折

実験の結果と同様の傾向を示している．以上より，弾塑性異方

性を考慮した有限要素多結晶モデルにより，粒ひずみを再現で

きたと考えられる． 
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オットー式灯油機関を用いた廃食油バイオ燃料活用への基礎研究 

 
A study on a utilization of Waste food oil base Biofuel using Otto kerosene engine 

 
小林 茂己 1)，山田 裕一 1)，宇田川 真介 1) ，豊島 雅幸 2) 

 
Shigemi Kobayashi 1) ， Hirokazu Yamada 1) ，Shinsuke Udagawa 1) ，Masayuki Toyoshima 2) 

 
Abstract : Although the application of Biofuel to engines is regarded as one of the effective approach to reduce 
heat-trapping gas emission toward the society based on recycling. BDF: Bio Diesel fuel, which is one of promising 
Biofuel is not widely used as expected for a reason of delicate fuel injection system of recent Diesel engines. For the 
growing use of BDF, the application to Otto engine is thought as one of the possibilities although increasing knock 
will occur in case of conventional Otto engines. However, the engine in this study is Otto engine tuned as kerosene 
fuel can be used i.e., Otto kerosene engine. And kerosene falls under an intermediate category between gasoline 
and Diesel fuel, therefor the tested engine has possibility to be operated with Bio Diesel fuel or kerosene mixed Bio 
Diesel fuel despite it is still Otto engine. And feasibility study to enlarge the range in application of BDF to Otto 
engine has been made. And several possibilities will be reported to use the BDF to the Otto kerosene engine with 
data such as indicated work in each cycle, pressure histories in cylinder and visualized picture images recorded by 
High-speed camera.  
 

Keywords : Heat-trapping gas emission, Otto kerosene engine, Bio Diesel fuel, Waste food oil base Biofuel 
 

 
1． はじめに 

 
2008 年の洞爺湖サミットにおいて気候変動問題を背景と

した持続可能なバイオ燃料の生産と使用の重要性が強調さ

れて[1]以来，カーボンニュートラル化への取り組みが官民

を挙げて進められてきた[2]～[6]．カーボンニュートラル

は温室効果ガスである CO2 の排出量を，燃料となる植物油

の生産時に吸収される CO2 量によって相殺する循環型社会

を目指した温暖化防止の取り組みである．例として，ガソ

リンを燃料とするオットー機関ではアルコール燃料への転

換，又は部分的混合による温室効果ガス削減の取り組みが

世界的に実行されている[7]． 
将来に期待される水素社会[8]が実現するまでの間は，エ

ネルギー源となる様々な燃料が共存し，それぞれに適した

動力源が存在していくと考えられる．このような過渡期に

おいても温室効果を抑えながら様々な燃料をバランス良く

有効利用してゆくことがエネルギー需給の観点からも必要

と考えられる．著者らは，こうした要求に対応した新たな

動力用機関を検討するため，引火点が高く安全性の高い灯

油系燃料をオットー機関に適用する基礎的研究[9]に着手し，

ガソリンを燃料に用いた場合と比較を行ってきた． 
現在，輸送機械の主要な動力源として用いられるピスト

ン機関は，ガソリンを用いるオットー機関，及び軽油を用

いるディーゼル機関の二つである．オットー機関では燃料

と空気を予め混合してから火花で着火(予混合燃焼)させるた

め自着火性の低いガソリンを用いる．他方，ディーゼル機

関では圧縮して高温にした空気中に燃料を噴霧して燃焼(圧
縮着火燃焼)させるため，自着火性の高い軽油を用いる． 
先の著者らの研究[9]はオットー機関にガソリンと軽油の

中間的性質を有した灯油を適用したものであり，従来研究

には灯油よりもさらに軽油に近い BDF をオットー機関に適

用した例は見当たらない．本研究は先の研究[9]に用いたオ

ットー式灯油機関にBDFの適用を試みるものである． 
オットー機関では温室効果ガス対策にアルコール燃料が

専ら利用されてきたが，ディーゼル機関用のバイオ燃料 
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図 1 廃食油からバイオディーゼル燃料(BDF)の製造 
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